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Bestimmung der Unsicherheit von Messergebnissen
bei mehreren MessgrofRen

Whitepaper

Will man nach der Unsicherheit (friiher Messfehler) eines Messergebnisses ermitteln, so hat man
bei einkanaligen Messungen sowohl die Unsicherheit des Sensors als auch die Unsicherheit des
Messkanals zu beachten. Noch komplizierter wird es, wenn das Messergebnis sich aus mehreren
Messkandlen zusammensetzt. In diesem

White-Paper sollen die theoretischen Hintergriinde erlautert werden und an Hand von Beispielen

soll die praktische Vorgehensweise erldautert werden.



Fehlerdefinition, absoluter und relati-
ver Fehler

Zuerst soll eine kleine Wiederholung der
Fehlerdefinitionen erfolgen. Hierbei wird nur
auf die systematischen Fehler eingegangen.
Die Behandlung zufalliger Fehler wird hier
nicht behandelt. Die systematischen Fehler
sind dadurch gekennzeichnet, dass der Fehler
einen bestimmten Betrag und ein bestimmtes
Vorzeichen hat. Bei Kenntnis des Fehlers kann
der Messwert korrigiert werden. Bezlglich der
Fehlerarten ist zwischen dem absoluten Fehler
und dem relativen Fehler zu unterscheiden.

Der (absolute) Fehler ist definiert zu: Xg = Xa -
Xw (absoluter Fehler = Istanzeige - Sollanzeige)
mit xa = angezeigter Wert und xw wahrer Wert
oder Sollanzeige. Problematisch hierbei ist,
dass der wahre Wert einer GroRe blicher-
weise nicht bekannt ist. Es gibt Falle, bei de-
nen der wahre Wert berechenbar ist. Ist dies
nicht der Fall, so kann der wahre Wert haufig
durch einen Wert, der mit einem hochgenau-
en, vertrauenswiirdigen Gerat ermittelt wur-
de, ersetzt werden.

Ein Fehler von z.B. 1 V scheint recht viel zu
sein. Eine Aussage kann aber erst dann ge-
macht werden, wenn bekannt ist, wie gro8 der
Messwert selbst ist. Ist der Messwert 10V, so
ist 1V relativ viel, ist der Messwert jedoch
1000V, so ist eine Fehler von 1V relativ wenig.
Daher wird der relative Fehler definiert zu:
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Sind systematische Fehler nach Betrag und
Vorzeichen bekannt, wird das unrichtige
Ergebnis korrigiert.

Fehlerfortpflanzung

Wird ein Messergebnis aus mehreren Mess-
werten gebildet, so gehen die einzelnen Feh-
ler, mit denen die Messwerte behaftet sind, in
das Messergebnis ein.

Fehlerabschatzung bei der Multiplika-
tion von Messgrof3en

Beispiel: Scheinleistungsmessung

Die Fehlerfortpflanzung soll zunachst am Bei-
spiel der Scheinleistungsmessung, also anhand
der Multiplikation von zwei Messgrof3en, er-
ldutert werden. Messgroen sind die Span-
nung U und der Strom |, die mit Messinstru-
menten der Klassen 0,5 (0,5% Fehler vom
Messbereichsendwert) fiir den Spannungs-
messer und 1,0 flr den Strommesser gemes-
sen wurden. Die Scheinleistung S berechnet
sich bekanntlichzuS=UI.
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Aus der Grafik ist zu entnehmen, dass die
durch die Fehler AU und Al entstandene Fla-
che AS

AS = U Al+1 AU+ AL AL
gilt. Bei hinreichend kleinen Fehlern kann AU
Al gegen die

beiden tbrigen Summanden vernachlassigt
werden. Fir den relativen Fehler ergibt sich
nach Division durchS=U |
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Dieses Ergebnis zeigt, dass sich bei multiplika-
tiver Verknlipfung der Messwerte die relati-
ven Fehler addieren. Dies gilt generell fir mul-
tiplikativ verknlpfte MessgroRen. Nun soll der
relative Fehler mit Hilfe der garantieren Feh-
lergrenzen Uber die sogenannten Klassen-
genauigkeiten (KI) ausgedruckt werden.

Seien Ut und I die Bereichsendwerte der
Messkanale, so lassen sich die Fehler U und |
durch

U Kol 1 Kile

100 und 100

ausdrucken. Damit errechnet sich der relative
Fehler der Scheinleistung zu
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Aus diesem Ergebnis ist zu ersehen, dass der
minimale Fehler der Addition der Klassenan-
gaben (Addition der %-Werte) entspricht.
Hierbei ist Voraussetzung, dass U =UE und | =
IE ist. D.h. minimaler Fehler kann nur dann
erreicht werden, wenn die Messkanale bei
Vollaussteuerung arbeiten. Was also bei den
»alten” klassischen Messgeraten gilt, ist auch
bei modernen Messgeraten weiterhin glltig.
Um minimale relative Fehler zu erhalten, soll-
te der Messkanal so weit wie moglich ausge-
steuert werden. Bei den imc Messgeraten ist
flr viele Messkandle eine Fehlergrenze von
0,1% vom Endwert definiert, was einer Klasse
0,1 entspricht. Zu beachten ist, dass bei Klas-
senangaben (z.B. 0,1) Ublicherweise ein Fehler
mit }0,1% vom Endwert gemeint ist.

Ein weiteres Beispiel soll den mathematischen
Hintergrund weiter erlautern. Es soll an einem

beliebig genau bekannten ohmschen Wider-
stand mit einem Wert von 1 Q der Spannungs-
abfall ermittelt werden. Hieraus soll dann die
Leistung berechnet werden. Die Leistung ist in
diesem Fall P=U?%/R.

Die Spannung wurde im 20 V Bereich mit ei-
nem Fehler von 1% vom Bereich zu 12 V ge-
messen. Damit ergibt sich der mogliche Fehler
zu AU=0,2 V. Die Leistung ist daher
P=(12V)2/10=144 W. Gefragt ist nach dem
Fehler AP fiir die Leistung. Um diesen zu er-
mitteln, dient folgendes Bild, bei dem der
Fehler AP der Leistung bei verschiedenen
Spannungswerten U; und U; und gleichem
Spannungsfehler AU ermittelt werden soll.
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Messung der Spannung U; mit dem Fehler AU
fihrt zum Fehler AP,
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Messung der Spannung U, bei identischem AU
zu einem wesentlich grofReren Fehler AP..

Wie obiges Bild zeigt, fiihrt ein und derselbe
Fehler AU bei den Spannungen U; und U; zu
vollkommen unterschiedlichen Leistungsfeh-
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lern AP; bzw. AP,. Offensichtlich liegt die Gro-
e des Fehlers der Leistung nicht nur an der
GrofRe des Messfehlers AU, sondern auch an
der Spannungshdhe selbst. Dahinter steckt der
quadratische Zusammenhang zwischen der
MessgroRe U und der ErgebnisgroRe P. Mit
anderen Worten ist der Fehler der Leistung
von der Steigung der Kurve am Messwert ab-
hangig. Die Steigung lasst sich mathematisch
durch:

dP 2U AP
dd R AU
ausdriicken. Geht man von differentiell klei-
nen Grofen dP und dU zu endlichen GrofRen

AP und AU Uber, so kann der Wertzuwachs der
Funktion P aus obiger Gleichung mit:

dP
AP =—AU
du
berechnet werden. Im speziellen Fall ist der
Fehler:
2U
AP === AU
R
oder
A 2 A 02V = 48W
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Offensichtlich kann man den Wertzuwachs
einer Funktion dadurch berechnen, dass man
die Steigung mit der Anderung der Messvari-
able multipliziert.

Sind n Messgrofien xi, Xa,..., Xn Mit dem zu
ermittelnden Ergebnis Uber:

Y = Y(X1,X2,...,Xn)

verknlpft und die systematischen Fehler
AXy,..., A, relativ klein, so kann man mit Hilfe
des totalen Differentials den Fehler Ay be-
stimmt werden.

] { J
Ay=Fax + a4 ... + Xax,
H}(I X il x”

Sind also mehrere MessgréoRen vorhanden, so
sind die Steigungen:
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o

beziiglich der einzelnen Messgrofen mit den
Anderungen zu multiplizieren und die Einzel-
beitrage der MessgroRen zu addieren. Die
Symbole 9 in obiger Gleichung bedeuten, dass
eine sogenannte partielle Differentiation aus-
zufiihren ist. Die Technik der partiellen Diffe-
rentiation ist dabei identisch mit der nach
einer Variablen, jedoch werden die lbrigen
Variablen als konstante GroRen betrachtet.

Das eingangs bereits erlauterte Beispiel der
Scheinleistungsmessung wird also folgender-
mafen berechnet:

S=UIl=5(U,l) S entspricht y
U entspricht x;
| entspricht x,
As-Fxui By
A il
AS =AU+ UAl

Dieses Ergebnis ist identisch mit dem vorher
auf graphische Weise ermitteltem Ergebnis.



Sichere und wahrscheinliche Fehler-
grenze

Entsprechend kann fiir die Gesamtfehlergren-
ze angegeben werden, falls G; bis G, die Feh-
lergrenzen der einzelnen MessgroRen (ent-

spricht AU und Al im obigen Beispiel) darstel-

Gys ist die sichere Fehlergrenze.

Da es praktisch unwahrscheinlich ist, dass alle
Fehler der einzelnen Gerate an der gleichen
(positiven oder negativen) Fehlergrenze lie-
gen, ist es unwahrscheinlich, dass die sichere
Fehlergrenze in Anspruch genommen wird.
Daher wird zusatzlich die wahrscheinliche
Fehlergrenze G,w definiert.
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Fehlerabschatzung bei komplexeren
Formeln

Beispiel: Widerstandsbeiwertberechnung

Als abschlieRendes Beispiel soll der Wider-
standsbeiwert cw fir ein Kraftfahrzeug ermit-
telt werden. Es werden im Luftkanal die Luft-
geschwindigkeit v, die Luftdichte p und die
Widerstandskraft F gemessen. Die Projektions-
flache A wird optisch ermittelt. Die Gleichung
zur Berechnung der Widerstandskraft lautet:

F-Lvic A
2
Es ist der cw-Wert und seine sichere Fehler-
grenzen zu ermitteln. Der cw-Wert kann bei
den imc Messgeraten online mit dem Pro-
gramm Online FAMOS aus den Messgrofien

ermittelt werden. Zuerst ist aus obigem Funk-
tionalzusammenhang des cw-Wertes mit der
Kraft F nach dem cw-Wert aufzulésen. Das
Ergebnis dieser Operation ist:
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Damit lasst sich der maximale Fehler fiir den
cw-Wert mit dem totalen Differential zu

qC iC, A G
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ermitteln. Mit dem gegebenen Funktionalzu-
sammenhang ergibt die Rechnung
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Folgende Werte wurden gemessen: F = 200 N;
p =1,2 kg/m3; v=150 m/s; A = 400 cm?
Die Berechnung des Nominalwertes fir cw
ergibt unter Beachtung dass 1N=1kg m/s? ist
2 2 200N
(:l.p“l o F e - U_’}l?[}‘l'

pviA  1,2kg/m’(150m /s ) 400cm?

Die fehlenden maximalen Fehler AF, A p usw.
fiir die gemessenen physikalischen GroRen
setzen sich aus den Fehlern der Sensoren und
den Fehlern der Messkandle zusammen. Am
Beispiel der Kraftmessung soll die Ermittlung
der Fehler weiter diskutiert werden. Der Kraft-
sensor selbst hat einen maximalen Fehler von
0,1% vom 250N-Messbereich und dieser ist
am imc Messsystem CRONOS angeschlossen.
Der beim Messkanal auftretende maximale
Fehler im 250N-Messbereich (entspricht Voll-



aussteuerung des Messkanals) ist ebenfalls
mit 0,1% vom Bereichsendwert angegeben.

Da Sensor und Messkanal multiplikativ ver-
knipft sind, addieren sich die relativen Fehler
(siehe obiges Beispiel der Scheinleistungsbe-
stimmung) und der maximale Kraftfehler ist
0,2% von 250 N also 0,5 N. Entsprechend wur-
de fiir die Gbrigen GroRen maximale Fehler
von A p =0,0025 kg/m?3; Av=0,4m/s;
AA=0,05cm? ermittelt.

Die Fehlerrechnung ergibt die Therme
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fiir den maximalen absoluten Fehler. Mit den
angegebenen Werten ergibt sich der Fehler zu

! f"‘:w OUDU2 S 4 000077 16] + 00019753 + |I}_|]Ifllllllh:- w O03T]Y

Teilt man den Fehler + A cw durch cw, so erhélt
man fir den maximalen relativen Fehler mit
den gemessenen Werten
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Wahrscheinliche und sichere Fehler-
grenze

AbschlieSend soll das Ergebnis diskutiert wer-
den. Obwohl die Fehler der einzelnen Mess-

kanale jeweils einen relativen Fehler (bezogen
auf den Bereich) von 0,1% oder besser aufwei-

—AA

1 ‘%‘ = 001004 oder ca. 1,0%

sen, ist das berechnete Messergebnis nicht
besser als 1%. Dabei wurde vorausgesetzt,
dass keine weiteren Fehler bei der Berech-
nung mit Online-FAMOS auftreten, was hier
unterstellt werden darf. Der relative Ge-
schwindigkeitsfehler geht durch den quadrati-
schen Zusammenhang doppelt in den relati-
ven Fehler ein. Eine weitere Erkenntnis sollte
sein, dass die Messkanale moglichst voll aus-
gesteuert sein sollten, damit die relativen
Fehler klein bleiben. Der berechnete Fehler
stellt eine sichere Fehlergrenze (Garantiefeh-
lergrenze) dar. Wie oben angedeutet, kann
auch die wahrscheinliche Fehlergrenze be-
rechnet werden. In unserem Fall ergibt sich
diese zu

£ /(00009259 F + (10007TI6Y + OD19753F + DONNMGIY = 000231

was einem relativen Fehler von 0,63% ent-
spricht. Der Vorteil dieser Fehlerangabe ist,
dass sie dem tatsdachlichen Fehler wahrschein-
lich wesentlich naher kommt als die mit 1%
bestimmte sichere Fehlergrenze. Der Nachteil
allerdings ist darin zu sehen, dass niemand
sagen kann wie wahrscheinlich es ist, dass der
Fehler nicht groRRer als 0,63% ist. Will man auf
der sicheren Seite sein, so muss man die si-
chere Fehlergrenze berechnen.

Autor: Prof. Dr.-Ing. Klaus Metzger



Weitere Informationen erhalten Sie unter:

imc Test & Measurement GmbH
Voltastr. 5

D-13355 Berlin

Telefon: +49 (0)30-46 7090-0
Fax: +49 (0)30-46 31 576
E-Mail: hotline@imc-tm.de
Internet: http://www.imc-tm.de

Die imc Test & Measurement GmbH ist Hersteller
und Losungsanbieter von produktiven Mess- und
Prifsystemen fur Forschung, Entwicklung, Service
und Fertigung. Darliber hinaus konzipiert und pro-
duziert imc schlisselfertige Elektromotorenprif-
stande. Passgenaue Sensor- und Telemetriesyste-
me erganzen unser Produktportfolio.

Unsere Anwender kommen aus den Bereichen
Fahrzeugtechnik, Maschinenbau, Bahn, Luftfahrt
und Energie. Sie nutzen die imc-Messgerate, Soft-
warelésungen und Prifstande, um Prototypen zu
validieren, Produkte zu optimieren, Prozesse zu
Uberwachen und Erkenntnisse aus Messdaten zu
gewinnen. Rund um die imc Gerate steht dafir ein
umfassendes Dienstleistungsspektrum zur Verfi-

Nutzungshinweis:

gung, das von der Beratung bis zur kompletten
Priifstandsautomatisierung reicht. Auf diese Weise
verfolgen wir konsequent das imc Leistungsver-
sprechen ,produktiv messen”.

National wie international unterstiitzen wir unsere
Kunden und Anwender mit einem starken Kompe-
tenz- und Vertriebsnetzwerk.

Wenn Sie mehr Uber die imc Produkte und Dienst-
leistungen in lhrem Land erfahren wollen oder
selbst Distributor werden mochten, finden Sie auf
unserer Webseite alle Informationen zum imc
Partnernetzwerk:

http://www.imc-tm.de/partner/
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Dieses Dokument ist urheberrechtlich geschitzt. Alle Rechte sind vorbehalten. Dieser Bericht darf ohne Genehmigung
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